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SISTEMA DE COORDENADAS

Distancia entre dos puntos

Definicion

La distancia distancia (P;, P;) entre cualesquiera de dos puntos P(x1,y1) Y P(x3,y2) enun
plano coordenado es:

distancia (P,,P,) = \/(xl — %)%+ (y1 — ¥2)?

Ejemplo

Demostrar analiticamente que las diagonales de un rectangulo ABCD son iguales.

Solucion
B C1
A D1

Definir una férmula para encontrar la distancia entre dos puntos dados:

Distancia[d , B ] := "ﬂ'[ (B[[2]] - A[[2]11)% + (B[[1]] - A[[1]1])?
Definir los cuatro puntos que forman las diagonales:

A={0,0}; B={0, b}; C1={a, b}; D1 = {a, 0};
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Utilizar la férmula de distancia definida anteriormente para encontrar la longitud de las
diagonales.

Distancia entre la diagonal AC1:

DistancialA, C1]

] - -
Ja? e
Distancia entre la diagonal BD1:

Distancia[B, D1]

] ~ -
_\"Il a; . b:

El resultado encontrado demuestra que las diagonales son iguales.

(a,b)

A (0,0) \99’1 (a,0)

Figura hecho con Geometry Expressions
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Punto Medio

Definicion
El punto medio de un segmento determinado por los puntos P(xy,y;) y P(x3,¥,) es:

X1t X Y1t Y2
2 ’ 2

Bn( )

Ejemplo

Demostrar analiticamente que el segmento que une los puntos medios de los dos lados de un
tridngulo, tiene la mitad de la longitud del tercer lado.

Solucién

D1

A El C1l

Definir una férmula para encontrar el punto medio entre dos puntos dados:

PuntoMedio[4 , B ] :=

{21-[[1]] +B[[1]1]1 ATl[2]1] +3[[2]]}
2 ' 2

Definir los tres puntos que determinan el tridngulo:

A={0,0}; B={0, b};: C1={a, 0};:
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Consideremos los puntos medios de los lados AB y AC:

D1 = PuntoMedio[A, B]

. 2)

Calculemos la longitud del segmento D1E1 que une los puntos medios del tridngulo:

DE = Distancia[D1, E1]

I af bBf
.III -_ T —
)4 4
Simplify [%]

1 z
—ya +b
o
‘€

Calculemos la longitud del tercer lado paralelo y que es paralelo al segmento DE y dividamos el
resultado obtenido entre dos:

BC = Distancia[B, C1]

I - -
"'_||I a: N b:

| =z z
Wa +b

ki =

Al dividir entre dos la longitud del segmento BC, obtenemos el mismo valor que el obtenido para
DE.
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Cc1(a,0)
A (0,0) Elo [%,O]
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LA RECTA

Definicion de recta

La recta se define como el lugar geométrico de los puntos tales que si se toman dos, cualquiera de
ellos, la razén entre la diferencia de las ordenadas y la diferencia entre las abscisas es constante:

Y2a—W1
X2 — X1

= constante

Pendiente de una recta

La pendiente m de una recta es la tangente del dngulo de inclinacién:

m = tan(9)

TEOREMA

Una recta que pasa por los puntos P(x1,y;) y Q(x,, ), donde x; # x,, tiene pendiente:

Y2—W
m=-——-—

X12 — X1
Observacion

1. Silas ordenadas de los puntos son iguales, la recta es paralela al eje X y su pendiente es cero.
2. Silas abscisas de los puntos son iguales, la recta es paralela al eje Y y su pendiente es infinita.
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Ecuacion de una recta que pasa por dos puntos dados

TEOREMA

La ecuacién de una recta que pasa por los puntos (x1,v1) ¥y (x3,¥,), donde x, # x; estd dada
por:

Y-y, =2y (x-x,)
X, =X
Ejemplo

Determinar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P1 (-10, -5) y P2 (0, 5); graficar la
ecuacién obtenida, calcular su pendiente y dngulo de inclinacién.

Solucién

Definicién numérica de los puntos:
Pl = {—1['_.- —5}_: P2 = {U_.- 5};

Definicion de la pendiente de la recta:

BI[2]]1 - A[l2]]
m[Ad , =
- B[[1]]1 - AlI1]]

Definicion de la recta dada su pendiente y uno de sus puntos:

recta[d , B , =] :=m[A4, B] (- A[[1]]) + A[[2]]
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Calculo de la ecuacion simbdlica de la recta:

11 = recta[Pl, P2, x]

S+X

Graficar la funcion:

Plot[ll, {x, -10, 10}]

10 o

Calculo de la pendiente y dngulo de inclinacion:

pendiente = m[P1, P2]

1
ArcTan [pendiente]
m
4

150
ArcTan[pendiente] —

iy

45
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Ecuacion de una recta que pasa por un punto y tiene una pendiente dada

Ejemplo

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (4, -1) y tiene un angulo de inclinacion de

135 grados.

Solucion

Definir una férmula para calcular la ecuacidn de una recta que pasa por un punto y tiene una

pendiente dada:

Recta[P , m ] :=m (x-P[[1]]) + P[[2]]

Calcular la pendiente de la recta:

Pi
Pendiente = 135 » —
1580

3m
4

m = Tan[Pendiente ]
-1
Calcular la ecuacion de la recta:

A={4, -1}

{4, -1}

Bectal = Bectal[A, m]

3I-X
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Grafica de la recta

Plot[Rectal, {x, -10, 10}]

.-.n____‘ 10

-10 -3
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Ecuacion de la recta dada su pendiente y su ordenada al origen

TEOREMA
La recta cuya pendiente es m y cuya ordenada en el origen es b tiene por ecuacion

y=mx+b

Ejemplo

Hallar la ecuacidn de la recta con pendiente m = 1 y con ordenada en el origen b =-5. Graficar la
ecuacion encontrada y calcular el grado de inclinacidn de su pendiente

Solucion

Definir la férmula para calcular la ecuacién de la recta en términos de m, b y x:
Rectalm , b ,x ] :=mx + b

Calcular la ecuacion:

Rectal = Recta[m, b, x]

-3+ X
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Grafica de la ecuacidn:

Plot[Rectal, {x, -10, 10}]

(=

-10 -3 L

e -1t

Calcular el angulo de pendiente de la recta:

130
Angmleo = ArcTan[m] » —
Pi

43

Ejercicio de manipulacion de la recta punto-pendiente.

Definir la funcion:

RBectalm , b ,x ] :=mx+b
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Definir la funcién de manipulacién con los siguientes pardmetros:

Pendiente m: desde -3 a 3, con incrementos de 1.

Ordenada al origen b: desde -5 a 5, con incrementos de 1.

Manipulate[Plot[Recta[m, b, x], {x, -10, 10},
PlotRange - 207,
{m, -3, 3, 1}, {b, -5, 5, 1}]

m D

1 =
b D

0 =

20~
10 - .
- _:—"'-'-FFFF
L -F'-'_'_'_,-I-'--FFFFF'-FF'—
1 1 M L I ""FFFFFF L M| 1
=10 -3 e 5 10
_:—"'-'-FFH--FFFFFH-FF
.-""'"-FFF'- r
— 1ok
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Ecuacion simétrica de la recta

TEOREMA

La recta cuyas intercepciones con los ejes Xy Ysona # 0y b # 0, respectivamente, tiene por
ecuacion

QR
+
SRS

Ejemplo

Hallar la ecuacidn de la recta cuyas intercepciones con los ejes X y Y son, respectivamente, 3 y 5.
Graficar la ecuacién encontrada.

Solucidén
a=23;
]:'.:-:5;
X ¥
-t = =1
a b
X ¥
— s =1
3 5
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Graficar la ecuacion:

X ¥
Cu:rntu:rurPlu:rt[— +— =1, {x, -10, 10}, {v, -10, 10},

3 5
Axes » True, Frame —» False]

-10 -3

in
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Generalizar la solucion

x 3
I-Ianip.llate[ContourPlot[— + 2 =1, {x, -10, 10},
a b

{v, -10, 10}, Axes —» True, Frame » False] N

{a, -5, 5, 1}, {b, -5, 5, 1}]

e [

= By

= SNy

10

-10

in
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Ejemplo

Hallar la ecuacién de la recta cuyas intercepciones con los ejes X y Y son, respectivamente, 4 y 2.
Calcular su pendiente y graficar la ecuacién encontrada.

Solucion

Definir una férmula para calcular la ecuacién de una recta dados sus puntos de interseccién con
los ejes:

Rectala , b , ]

Calcular la ecuacidn pedida:

Rectal = Rectala, b, x]

1
4

[

La pendiente de la recta viene dado por el coeficiente de la X en la recta encontrada:

Pendiente = Coefficient [Rectal, x]

1

-
£

Calcular el angulo correspondiente a este angulo (el angulo obtenido es el comprendido entre el
eje de las X y la recta):

180
Angulo = ArcTan[Pendiente] —
Pi

180 ArcTan| L |

Lz d

M
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Convertir el resultado simbdlico obtenido a resultado numérico con una precision de seis cifras.

Angulo = N[Angulo, &]

-26.5651

180 + Angmlo

153.43459

Grafica de la ecuacion:

Plot[Rectal, {x, -10, 10}]

in

—10 -
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Rectas paralelas

TEOREMA
Dos rectas no verticales distintas son paralelas si y solo si sus pendientes son iguales:

my = m,.

Ejemplo

Demostrar analiticamente que el segmento que une los puntos medios de los dos lados de un
tridngulo es paralelo al tercer lado.

Solucién

D1

A El C1l

Definir una férmula para el calculo de la pendiente:

Bl[2]11-Al[2]1]
m[i , 1=
- BLI1]11 - Al[11]

Calcular las pendientes de los segmentos D1E1 y BC1:

mD1E1 = m[D1, E1]

b

a

mBC1 = m[B, C1]
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Las pendientes de los dos segmentos son iguales.

A (0,0) o [a 0] C1(a,0)
-
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Rectas perpendiculares

TEOREMA

Dos rectas no verticales distintas son perpendiculares son perpendiculares siy solo si el producto

de sus pendientes es -1:

mm, = _1(_)m1:__

Ejemplo

Una recta pasa por el punto (3, -6) y es perpendicular a la recta definida por los puntos A (4, 1) y

B (2, 5). Encontrar las ecuaciones de estas dos rectas y el punto donde se cortan.

Solucion

Definir una férmula para calcular la ecuacion de una recta dados dos de sus puntos:

BL[2]] - A[[=2
recta[d , B, x ] i= [[211] (1211
T BII1]] - A[[1]]

Definir los puntos dados y calcular la ecuacion:

A
B

{4, 1}:
12, 3};

11 = recta[A, B, X] =3

1-2i({-4+x) =%

11 = Simplify [11]

2X+y =19

Definir una férmula para calcular la pendiente de la recta:

. Bll2]1] - Ar[2]]
- - B[[11]1 - A[[11]

(= - A[[1]1) + A[[2]]
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Calcular la pendiente de la recta:

pendientell = m[A, B]

Con la pendiente encontrada calcular la pendiente de la linea perpendicular.

Definir una féormula para encontrar la ecuacién de una recta dados uno de sus puntosy su

pendiente:

recta?[A , m , x]:=m (x-A[[1]]) + A[[2]]

Calcular la pendiente reciproca:

cl = {3, -61:
pendientel? = -1/ pendientell

R |

Calcular la ecuacion de la recta:

12 = recta2[Cl, pendientel2, x] == ;

1
-B+ — (=3 +X) =¥
2

12 = Simplify [12]

X=15+2v¥

Ricardo Villafafia Figueroa
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25

Encontrar la interseccion entre las dos rectas:

golucion = Solve[{11, 12}, {x, v}]

(fx==v=-2))

interseccion = ReplaceAll[{x, ¥}, soclucion]

33 21
53]

Graficar las ecuaciones implicitas encontradas y dibujar el punto de interseccién:

ContourPlot[{2 X+ ¥ =9, Xx =15+2 vy}, {x, -10, 10},
{¥, -10, 10}, Axes -+ True, Frame -+ False,

GridLines -+ Antomatic, Epilog -+ Point[interseccion] ]

10
u{\

in
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Distancia de un punto a una recta

TEOREMA
La distancia del punto P (xy,y;) alarectaAx + By +C =0 es:

|Ax; + By; + C|
VA? + B2

Distancia =

Ejemplo
Encontrar la distancia del punto (2, 2,) alarecta x +y = 1. Graficar la recta y el punto.
Solucién 1

Definir una férmula para calcular la distancia de un punto a una recta:

distanciaPuntoRectald B , C , =l , ¥l ] :=

Ax + Byl + C
M}s[ ]

Definir los valores de las coordenadas del punto (2, 2) y los valores de A, By C a partir de la
ecuacionx +y — 1 =0:

x1=2: y1l=2:
PL:l; B = 1; Cl:—l;

Sustituir estos valores en la férmula para calcular la distancia.

Valor exacto:

distanciaPuntoRecta[A, B, €1, x1, yl1]

3

=3
J2

Valor aproximado:

distanciaPuntoRecta[&, B, C1, x1, yl1] // H

2.12132
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Solucion 2

Definir el punto P (2, 2):

P = [2,2];
®1 =P[[1]]: ¥1="P[[2]]:

Almacenar la ecuacion dada en la variable /1:

11 =x+y-1

“l+x+¥

Calcular los coeficientes a partir de /1.

A =Coefficient[ 11, x]

B = Coefficient[ 11, ¥]

Cl1 = Coefficient[ 11, x, 0]

-l+vy

C1 = Coefficient[Cl, ¥, 0]
-1

Calcular la distancia con los valores obtenidos:

distanciaPuntoRecta[i&, B, C1, =1, y1]

3

N3
T

distanciaPuntoRecta[&, B, €1, x1, y1] // H
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Graficar la ecuacidn y el punto:

ContourPlot[11 -- 0, {x, -10, 10}, {y, -10, 10},
Axes -+ True, Frame -+ False, Epilog + {Point[P]}]

10

-10 -3

-10
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Ejemplo
Calcular la distancia entre lasrectas 2 x+3y -6 =0y 2 x+ 3y + 13 =0.

Solucion

ContourPlot[{2 X +3y-6=0, 2xXx+3y+13 =0},
{=, -10, 10}, {y, -10, 10}, Axe=s + True,

Frame + False]

10

-10 oS S 10

_1o

Buscar un punto sobre algunas de las rectas.

¢Cudl es el valor de x cuando y vale cero?

pl = Replacerll[2x+3y-6==0, y + 0]

Solve[pl]

[{x-= 311
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Definir los valores del punto encontrado:

X1 =3 y1l=0;

Definir los valores para A, By C para la segunda ecuacion:
2x+3y+13 ==

A=-2; B=- 3; C1- 13;
Calcular la distancia entre las dos rectas:

distanciaPuntoRecta[A, B, C1, xl1, yl1]

13

W 13
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Ejemplo

Encontrar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por:

x+2y—3=0
x—2y—2=0
Solucion

ContourPlot[{x+27y-3==0,x-27y-2=-0},
{=, -10, 10}, {y, -10, 10}, Axe=s + True,

Frame + False]

10
""'\-\.\_\_H..
~_}
I
1 L 1 L L 1 1 — ) 1 L L 1 L 1
-10 -5 -~ 5 10

H""‘-\-\

10

Calcular la primera bisectriz.

Distancia de un punto P a la recta 1 = distancia del punto P a la recta 2:

X+2y-3 x-2y-2

11 = - =0
Wil 427 41l 2?

2.x-2y -3ixs2y

_ £ _.r_ . _.r_ -0
5 /5
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Simplificar el resultado obtenido:

Simplify[11]

dy =1

Calcular la segunda bisectriz.

Distancia de un punto P’ a la recta 1 = - distancia del punto P’ a la recta 2:

X+2y-3 x-2y-2
12 = + ==

Vit 22 Af1l ot

-2+H-2Y¥ -3+x+2¥ 0

v 5 v 5

Simplificar el resultado obtenido:

Simplify[12]

2X =25
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Graficar las dos lineas dadas y sus bisectrices:

ContourPlot[{x+27y-3==0,x-2y-2=0,4y=1,
2x==5}, {x, -10, 10}, {v, -3, 3}, Axes -+ True,

Frame + False]

[F¥]
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