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Introduccion al Calculo Simbdlico atravesde Maple

A manera de introduccién, podemos decir que los lenguajes
computacionales de céalculo simbdlico son aquellos que
permiten la representacién y el manejo computacional de
expresiones algebraicas.

Los lenguajes de calculo simbdlico trabajan con variables o 5 5 5
letras tal como lo haria un profesor en un pizarréon o en notas AT+ 2+ 3x —x=5x"+2x

de clases para demostrar alglin teorema o derivar alguna
base-altura

formula matematica. area = )
Su capacidad de calculo se puede observar en la facilidad con )
que realizan operaciones algebraicas basicas como son: suma, 2_x3 _ L
resta, multiplicacidn, divisién y potenciacion de monomios y 4x 2x
polinomios.
X simplify x — 1

>
X x—2

Asi mismo, tienen capacidades de simplificacién, factorizacién

y expansion de expresiones algebraicas. 2 factor

4x2+4x~y+y = (2x-|—y)2

Esta amplia gama de facilidades permiten al

profesor disponer de una calculadora El calculo simbdlico hace por el dlgebra, por la
algebraica para acelerar calculos o una trigonometria, por el cdlculo y por el algebra
herramienta didactica para explicar o lineal lo que la calculadora cientifica hace por
ejemplificar conceptos tedrico- practicos del la aritmética.

algebra.
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Ademads de las capacidades basicas
mencionadas, los lenguajes de calculo simbdlico
cuentan con una amplia gama de funciones
matematicas para solucionar sistemas de
ecuaciones e inecuaciones lineales, encontrar
raices reales y complejas de polinomios.

2 solve for x
X —-1—>

solve

{2x+3y=16,3x—Ty=1} ——>
{x=5,y=2}

Cuentan con herramientas, notaciones y
simbolos que amplian su uso en la
trigonometria, en la geometria analiticay en el
calculo integral y diferencial; proporcionando
con esto un contexto pedagdgico muy amplio
para la explicacion conceptual del algebra, sus
herramientas y sus consecuentes aplicaciones
en las matematicas, en la ingenieria y en las
ciencias.

5
[[x=120
x=1

.oox+1
lim
x—=2x—1

=3

dx (x3+3x2+5) =3 +6x

J3x2+6xdx=x3+3x2
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Los lenguajes simbdlicos tienen la capacidad de generar gréficas a partir de funciones o
representaciones algebraicas.

x2,x2—|-6,x2—6 -

Esta capacidad de graficacion permite al estudiante comprender mas facilmente las relaciones
subyacentes entre la estructura matematica y su representacion visual, al mismo tiempo que hace
posible que el estudiante derive expresiones matemadticas a través de la visualizacién de una grafica o

viceversa (apropiacién visual).
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La graficacion también permite crear modelos cambiando el valor de los pardmetros que generan las
graficas y con esto analizar y entender con mayor profundidad las relaciones entre cada pardmetro vy la
grafica que representa.

a-x2+b~x +c—

80
60—
a =1
b:=0
40
c:=-10
20—
r—e .~ 1 < 1 7 1 71
-10 -5 V/ 5 10
X

La capacidad y flexibilidad de los lenguajes de calculo simbdlico se pueden ampliar continuamente a
través de sus facilidades de programacion y creacion de bibliotecas de funciones matematicas
especializadas. Estas facilidades han hecho que lenguajes comerciales como Mathematica, Maple,
Maxima y Mathcad se conviertan en verdaderos hitos de la computacién moderna por sus amplias
aplicaciones pedagdgicas, de investigacion y de aplicacion en dreas tan diversas como la Biologia, la
Medicina, la Farmacia, la Genética y las Ciencias Juridicas, entre otras.
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Representacion simbolica o algebr aicas de expr esiones matematicas

En un lenguaje de cdlculo simbdlico se utilizan los mismos simbolos que en el dlgebra tradicional:
variables, constantes, operadores aritméticos, operadores logicos, signos de igualdad, desigualdad,
etc. Con estos operadores representamos y realizamos operaciones algebraicas.

Ejemplos de representaciones y operaciones algebraicas:

Sumas y restas:
Y 3x+x=4x

3x+6y)—(x—5y)=2x+11y

Multiplicaciones y 4(x+2)=4x+8
X =ax

divisiones:
3x 1
6xy 2y
Ecuaciones: x2+ 10 x 425 =0 solucion para x x=-5
Desigualdades: solucion para x

x+5<10 —— [[x < 5]]
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Resultados numéricosy ssmbdlicos

Los lenguajes de calculo simbdlico tienen la capacidad de realizar tanto célculos numéricos como
simbdlicos. Observe la diferencia en el cdlculo de las siguientes expresiones:

Calculo numérico: solucion Calculo simbdlico/ algebraico: soluciéon exacta
aproximada
Fracciones 15 4 % =2.142857143 2+ % = 175

Radicales J50 =7.071067810 J50 =52

Factoriales 20! =2.4329 10'8 20! =2432902008176640000

En el cdlculo numérico tenemos soluciones aproximadas. En el calculo simbdélico tenemos soluciones
exactas.

En el siguiente ejemplo se muestra el resultado simbdlico (exacto) de 2 + ] y su resultado numérico

aproximado a 50 decimales:

evalf[50] (2 + %j =2.1428571428571428571428571428571428571428571428571

La representacion exacta del nimero pi:
T=T
El nidmero pi con 100 decimales:

evalf[100](w) =
3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164062862089986\
28034825342117068

Observe que los calculos numéricos pueden llevarse practicamente a cualquier precision.

Nota.
La funcidn evalf evalia expresiones numéricas y permite precisar el nimero de digitos o decimales a
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utiizar en la evaluacién.
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L os lenguaj es de calculo smbdlico como calculador a cientifica

Un lenguaje como Maple puede utilizarse como una calculadora cientifica:

Célculos simples:

Calculos utilizando
férmulas o
funciones:

Calculos complejos

A continuacién se muestran los principales operadores aritméticos y algunas de las funciones

3+5=8

3.5:2=7.0

J25 =5
of3)- 17

log,,(5.0) =0.6989700043

22.4-1000-6.24
150

=931.8400000

% =9.313432836
6.70-10

aritméticas-cientificas de la biblioteca de Maple.

Operadores aritméticos

Suma +
Resta -
Multiplicaci *
on

Division /
Potencia
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Funciones de biblioteca:

Raiz cuadrada | sqrt(x) sqrt(25) =5
Valor absoluto | abs(x) abs(5) =5
abs(-5) =35
Signo signum (x) signum(10) =1
signum(-10) =-1
signum(0) =0
Parte entera floor(x) floor(5.8) =5
Redondeo round(x) round(5.8) =6
round(5.5) =6
round(5.2) =5
Parte frac(x) frac(5.8) =0.8
fraccionaria
Truncado de trunc(x) trunc(5.8) =5
un nimero
Menor de los ceil(x) ceil(5.8) =6
enteros ‘
mayores del ceil(5.5) =6
numero dado
ceil(5.1) =6
ceil(-5.5)=-5

Material desarrollado con Maple

Ricardo Villafafia Figueroa



Modulo (resto
de la division
entera de dos
numeros
dados)

modp(x, y)

modp(7,2) =1

Cociente
entero
(cociente de
dos nimeros
dados)

iquo(x,y)

iquo(7,2) =3

Funciones trigonométricas

Seno sin(x) ( T ) 1
—|==+V2
sin 4 ; J2
Coseno cos(x)
cos( E) L
4 2
Tangente tan(x) ( T )
tan| — | =1
4
Cosecante csc(x)
CSC(E) 7
4
Secante sec(x)
sec(l) ey
4
Cotangente cot(x) ( T )
cotf — | =1
4
Exponencial exp(x) exp(10) =¢'’
Logaritmo In(x) In(1) =0
neperiano
Logaritmo log[10](x) log[10](10) =1
natural
Logaritmo en log[b](x) _1
base b log[4](2) 2
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L os lenguaj es de calculo smbdlico como calculadora algebraica

Operaciones algebraicas basicas

De manera general, Maple realiza y simplifica automaticamente las siguientes expresiones:
e Sumas, productos, cocientes y potencias

* NUmeros racionales expresados en forma fraccionaria

e Reduccion de monomios semejantes

e Expresiones en los que pueda aplicarse la propiedad asociativa

Ejemplos de operaciones algebraicas basicas:

Sumay resta
amay 3x+2y+x—y=4x+y

1,3 _4
a a a
%x—i— ?x=x

Multiplicacion y 3-2x+2)=6x+6
. X =0X

division
4y
2, T2
Yy
Potencias

Combinacién de )
operaciones (3x9°) 4
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Operacioned transformaciones algebraicas avanzadas

Una expresion algebraica se puede representar de multiples formas. Por ejemplo, la expresion

(x+ y)2 se puede representar comox’ +2 Xy +y2. Esta representaciéon dependerd de la operacién u
operaciones que se deseen realizar con la expresidon dada. Maple dispone de numerosas funciones
para representar o transformar expresiones algebraicas. A continuacion se muestran algunos ejemplos
de estas funciones. Cada una de estas funciones se tratan con mas detalle en la siguiente seccion.

1. Simplificacién (simplify)

2. Expansidn (simplify)

3. Factorizacion (factor)

4. Descomposicidn en fracciones simples (convert/ parfrac)

5. Integracion de fracciones bajo un denominador comun (convert/ confrac):

6. Agrupacion de términos con respecto a una variable (collect)

7.Combinacion en un solo término sumas, productos o potencias (combine/ radical/symbolic)
8. Seleccionando partes de una expresion algebraica (coeff/ degree)

Resultado devuelto sin el | Resultado devuelto con la funcion

uso de la funcién
Simplificacion CH2x+1 (P H2x4+1
algebraica (simplify): Y+ 1 = simplify Y+ 1 =x+1

F42x+1

x+1 . l'ﬁ/[ Xt —1 J x—1
simpli =
x+1)*) x+1
2 2
x—1 _ x—-1

x+1)?  (x+1)
Expansiénalgebraica [2x-(2x-y) = expand(2x (2x —y)) =4x> —2xy
(expand): 2x (2x—y)

3
(x40 = (x )’ expand ) -
Y ’ x3+3x2y—|-3xy2—|—y3
Factorizacion 3 — 2% —x= factor(3x’ —x* —x) =x (35" —x—1)
algebraica (factor): 33 22—
factor(x2 +2xy +y2) = (x -i-y)2
Z 42 Xy +y2 =
P42 Xy —I—y2
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Descomposicidn en 1 1 1 _
. . = convert , parfrac, x | =
fracciones simples “-1 £=1 ¥ —
(convert/ parfrac): ) 1 n 1
2(x+1) 2(x—1)
1
convert( 3 5 parfrac, xj =
X —X
SRR .
X X x—1
Integracion de B 1 convert( B 1 n 1
fracciones bajo un 2 (x+1) 2 (x+1) 2(x—1)"
denominador comun + 1 confrac, x)
(convert/ confrac): 2(x—1)
_ 1 1 1
C o 2x+2 | 2x-2 2
ST S B
X X x—1
11 + 1 convert| - LZ _1 I , confrac, x
< x  x—1 X x  x—1
1
32
X —X

Agrupacion de
términos con
respecto a una
variable(collect):

2

expand( (x — (y—3)%)")

x2—2xy2+12xy
—18x +y"

—12)° 45457
— 108 y + 81

2
collect(expand( (X —(y —3)2) ),x)
x2+(—2y2+12y—18)x+y4
—123° + 547 — 108 y + 81

collect(expand( (x —(y—3 )2)2),)/)

W12+ (-2x+54) P+ (12x
—108) y +x* — 18 x + 81
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Combinacién en un \/?\/74'\/7\/3627—1

solo término sumas,
productos o potencias 3 /2

+\/?\/x2—1

combine(\/?\/j +\/7\/ P ,

radical )

J6 +Vy -1

combine(\/?\/? -I—\/?\/ ¥ =1 ,

symbolic)

J6 +Vy (¥ —1)
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Seleccionando partes de una expresion algebraica

Coeficientes

15

Definir el polinomio:

p:=3x2+2x+5:

Coeficiente de la x elevado a la 2:

coeff (p,x,2) =3

Coeficiente de la x elevado a la 1:

coeff (p,x,1) =2

Coeficiente de la x elevado ala 0
(término independiente):

coeff (p,x,0) =5

Todos los coeficientes:

coeffs(p) =5,2,3

Exponentes (potencia mayor de una expresion algebraica)

Definir el polinomio:

p==3x2+2x+5:

Exponente de p:

degree(p) =2

Definir el polinomio:

p==3x2+3y3+5x2+y2:

Exponente de p:

degree(p) =3

Exponente de la variable x:

degree(p,x) =2

Exponente de la variable y:

degree(p,y) =3
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Simplificacion de expresiones algebraicas (funcion simplify)

Transformaciones algebraicas para obtener la expresién mas sencilla o simple de la
expresion dada

Normalmente la simplificacidn de expresiones algebraicas se realiza de manera automatica como se
observa en los siguientes ejemplos:

3(x+2)=3x+6

2
(x+1)
= 1
a+1 7
2 2 2 5 4 7
a+a+b+b_a+b

Sin embargo, si intentamos simplificar la siguiente expresion tendriamos como resultado:

x2+2x-|—1 _ x2+2x+1
x+1 x+1

En estos casos es necesario utilizar el comando correspondiente de simplificacion (simplify):

x2+2x+1

)=x+l
x+1

Simpliﬁ/(

Simplificacion de cocientes algebraicos:

3
Simpliﬁ/(%) =-(a—1)*

£—5x+6):1x—2

Sll’l’lpllfj/( 2ax—6a 2 a

Simplificacion de radicales:

simplify(N'3'6 ) =32
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Simplificacion de raices anidadas con la funcién radnormal:

radnormal(\/6—2\/7—2\/?+2\/?\/7)Z-l+\/?+\/7

Racionalizacién de expresiones con la funcion rationalize:
_3 N2
2 Vv x

=-2+V5

. ) 3
rationalize (
v 2x
rationalize (

2+ﬁj

Material desarrollado con Maple

17

Ricardo Villafafia Figueroa



18

Expansion de expresiones algebraicas (funcion expand)

Multiplicacion de productos y potencias

Observemos el siguiente ejemplo:
Multiplicacion directa:
3a-(2a+b)=3a(2a-+b)
Simplificacion:
simplify(3a(2a+b))=3a(2a+b)

El método directo de la multiplicacién y el método de la simplificacién no desarrollan la expresién; la
funcidn expand si lo hace:

expand(3a-(2a + b)) —6a°+3ab

Veamos otros dos ejemplos de expansion algebraica:

expand((a +b)(a+c))=ala+c) +b(a+c)

expand(3 a- atb j 3b

=3+ —
a2 a

Ejemplos de expansion algebraica aplicada a binomios y trinomios:

expand( (x +y)3) =X —|—3x2y —|—3xy2 +y3

expand((x—l—y—l—z)3) =x3+3x2y+3x22+3xy2+6xyz—|—3xzz+y3+3y22+3y22+z3
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Expansion con suposiciones (uso de la funcion assume)

Consideramos la expansion de la siguiente expresion:

expand([ ) =7

Observamos que el comando expand no regresa el resultado esperado. Para resolver este problema,
hay que proporcionarle al sistema de calculo mas informacién respecto al dominio de la X; en este
caso, que considere como dominio del valor de X todos los valores mayores o iguales a cero. Esta
suposicion se logra con la funcion assume, tal como se muestra en el siguiente ejemplo:

assume(x > 0)

expand(\/?) = x~

assume(x >0,y >0,z >0)

expand(\/?-i-\/?-i-\/?) =x~+y~+z~
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Expansion de un coeficiente en fracciones par ciales (funcion parfrac)

El comando parfrac separa y simplifica un cociente polinomial en fracciones parciales

El intentar simplificar el cociente 3 con el comando expand devuelve el siguiente resultado:

x —1

expand( 21 ): 21
x —1 x~ —1

En este caso, es necesario utilizar la funcidn parfrac con la funcidn convert para obtener el resultado
deseado:

1 I 1
t = - +
conver(xz_1 ,parfmc,X) 2 (x~+1) 2 (x~—1)
6 _ 1 !
convert( W,Pa”ﬁ’ac,x) T e —2 e
3
X —3x+2 1 19 2
convert s parfrac, x | =1 + + "
[(x)3—5x2+3x+9 par ] At A3 e —3)
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Factorizacion de expresiones algebraicas (funcion factor)

21

Reduccidn a productos o factores

El comando factor se utiliza para reducir expresiones algebraicas a productos o factores.

Factorizacion de polinomios:

factor(3a3 — 6a2) =34 (a—2)

facz‘or(%a2 + %a3) :; @ (1+a)

Factorizacion de diferencia de cuadrados;
factor(x* —y?) = (x —y) (x +)

m4—n2) 2411 (m2—2n) (m2—|—2n)

1
t —_—
fac or( 1

Factorizacion de un trinomio cuadrado perfecto:

facz‘or(x2 +2xy +y2) =(x +y)2

factor(x2 +4xy+ 4y2) =(x+ 2y)2
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L, _ . 2
Factorizacion deun trinomiodelaforma: x +b6-x + ¢

factor(x2—|—7x—l— 10) =(x+5) (x+2)

factor(x2—5x+6) =(x—2) (x—3)

Factorizacién de niumero enteros (funcion ifactor)

ifactor(125) = (5)°

ifactor(132) = (2)* (3) (11)
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Solucion de ecuaciones (funcion solve)

23

La funcidn solve se utiliza para obtener las soluciones de una ecuacién del tipo f(x) =0

solve( f(x), x)

solve( f, var)

Una solucion

Resolver la ecuacion
6x—7=2x+1

Resolver la ecuacion
X 5

_|_ _

x+1 8

Material desarrollado con Maple
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Dos soluciones

Resolver la ecuacion
2
x—T7x+10

Resolver la ecuacion
2
ax +bx+c¢c=0

Material desarrollado con Maple

solve(x2 —7x+ 10, x)
5,2

solve(a-x2 +b-x+c=0, x)

1 -b+yJb —4ac

2 a ’

2
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Solucién de un sistema de ecuaciones

solve({f1, f2, fn, () .. ()})

Resolver el siguiente sistema de solve({2x+3y=16,3x—T7y=1})
ecuaciones con dos variables: (x=5.y=2}
2x+3y=16

3x—Ty=1

Resolver el siguiente sistema de solve({x +y+z=6,x—y+2x=5x—y

ecuaciones con tres variables: —3x=10})

{x=-1,y=-8,z=15}

x+ty+z=6
x—y+2x=5
x—y—3x=10
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Solucion gréfica de ecuaciones

Encontrar la solucion gréfica de la ecuacién x + 2

10

x+2 -
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. - 2
Encontrar la solucién grafica de la ecuacionx™ — 7 x + 10

x2—7x+10—>

180
160-.
140-.
120-.
10()-.
80-.
60-
40-

Material desarrollado con Maple
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Resolver graficamente el siguiente sistema de ecuaciones2x +3y=16,3x—7y=1

2x+3y=16,3x—T7y=1—
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Vectores, matricesy deter minantes

Definicidon de un vector:

10

Oper aciones con vector es

NUmero de elementos del vector:

ArrayNumElems(V) =5

Material desarrollado con Maple
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Acceso a los elementos del vector

Acceso al primer elemento del vector (los elementos se enumeran a partir del nimero uno):

V[1]=5

Acceso al tercer elemento del vector;

Vi3d]=1

Cada uno de los elementos que forman el vector:

ArrayElems (V')

Ordenamiento de vectores

Ordenamiento de menor a mayor de un vector:

sort(V, <) =

[, TR S O

10

Ordenamiento de mayor a menor de un vector:

sort(V, >") =

— W A~ W O
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Sumatoria de los elementos de un vector
add(s,s=V) =23

Material desarrollado con Maple Ricardo Villafafia Figueroa



32

Oper aciones con matrices

Definir las matrices M1y M2:

-1 23 250
MlI=|-2 5 2 |:M2:=]41 6
0 -15 015

Sumay diferencia de matrices

Suma de matrices:

17 3
evalm(MI+M2)=|2 6 8

0 0 10
Resta de matrices:

-3 -3 3
evalm(M1-M2)=| -6 4 -4

0 -2 0
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Producto de una matriz por un escalar

Multiplicar Imatriz M1 por 5:

-5 10 15
evalm(5-MI1)=| -10 25 10
0 -5 25

Producto de matrices

Multiplicar las dos siguientes matrices (operador &*)

-1 2
-1 0
A= 0 -1 |:B:=
1 -1
1 0
3 -2
evalm(A&*B)=| -1 1
-1 0

Material desarrollado con Maple

33

Ricardo Villafafia Figueroa



34

| nversa de una matriz

Invertir la siguiente matriz y multiplicar el resultado obtenido por la matriz original:

1 1 -1
C=| 1 -1 1

-1 1 1

11
— = 0
2 2
— -y | L 1
Inv = evalm(C™") = ) 0 )
1 1
O - -
2 2
1 00
evalm(C&*Inv) = 0 1 0
001
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Acceso alos elementosde una matriz

Sea la matriz A formado por los siguientes elementos:

a b c
A= |d e f
g h i

Acceder al elemento que se encuentra en la primera fila, primera columna:
All,1]=a
Acceder al elemento que se encuentra en la segunda fila, tercera columna:

A[2,3]1=f
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Determinantes

Obtener el determinante de la siguiente matriz:

1 35
A=12729
1 35

Cargar la biblioteca para el calculo de determinantes:

with(LinearAlgebra) :

Determinant(A4) =0

Obtener el determinante de la siguiente matriz:
a 0 b

B=]100c¢
011

Determinant(B) = -ac

Material desarrollado con Maple
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Célculo se sumatorias (funcion sum)

Sumatoria numérica de los primeros cinco numeros naturales:

5
D x=15
x=1

Sumatoria simbdlica de los primeros cinco numeros naturales:

5
Zni=n1+n2+n3+n4+n5

i=1

Calculo de productos (funcion mul)

Producto numérico de los primeros cinco nimeros naturales:
5

[]i=120

i=1

Producto simbdlico de los primeros cinco nimeros naturales:

5
l_Ill’li:I’Zl Ny gy Ns
i=
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Célculo delimites (funcion limit)
Ejemplos basicos de calculo de limites:

lim 2x° +1=19
x—3

Calculos del limite por la izquierda y por la derecha:

) 1
lim y =-
=1+ |-y

) 1
Iim = o0
x—=17 1-x
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Calculo de derivadas (funcion diff)

39

Calcular la derivada de las siguientes expresiones y simplificar el resultado si es necesario:

x5-|—3x4—i-x3 + 10

x3 — 3x2

2
X —X

% (x5+3x4+x3+10) —s5xt+ 120 +34°

d [x3—3x2): 3¢ —6x (¥ —34) 2x—1)

dx ¥ —x ¥ —x (xz_x)z
2 3 2 . 2
simplify 3x2 6x (x 3x) (22x 1) |_x 2x—i;3
X —x (x* —x) (x—1)
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Calculo deintegrales (la funcion int)

Ejemplo de cdlculo de integrales indefinidas:

Jx3 dx=ix4
2
J(xz-i—S) d)c=25)c+;x5—|—130)c3

Ejemplos de calculo de integrales definidas:
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